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摘要 
I 
摘要 
挠曲电效应是材料极化强度（或电场强度）与应变梯度之间的耦合关系，对
于新型微纳米传感器，致动器和俘能器的性能具有重要影响。本文以挠曲电压电
材料为研究对象，采用压电线性理论，并在电 Gibbs 自由能密度函数中考虑应变
梯度与电场之间的耦合作用，并通过变分原理获得材料的本构方程，控制方程和
边界条件。采用伯努利-欧拉梁理论，分析获得挠曲电压电梁的控制方程和相应
的力电边界条件，并对不同力电边界条件下的纳米梁结构进行理论和数值分析。 
在压电悬臂梁基础上，对不同电学边界条件的挠曲电效应进行了讨论。电学
边界条件分别为表面无电极覆盖的开路电学条件（OC）；表面覆盖电极，并有稳
定输入电压的闭路电学条件（CCF）；以及表面有电极覆盖的开路电学条件（OCI）。
通过对纳米悬臂梁结构的分析，首次获得了 OCI 边界下梁挠度的解析解和由于
挠曲电效应引起的诱导电势的解析表达，并进一步获得了峰值诱导电势与挠曲电
系数和梁尺寸的相互关系。数值结果表明：在 OC 和 OCI 条件下，挠曲电效应
减小压电梁的等效挠度，即挠曲电效应增强了梁的抗弯曲能力；而对于 CCF 条
件下的梁，挠曲电效应对梁弯曲行为的影响取决于外加电压的大小与方向。当压
电悬臂梁在 OCI 条件下，挠曲电效应将在梁表面生成均匀分布的诱导电势，诱
导电势将产生与机械载荷引起的力矩相反的力矩，使得梁的等效弯曲刚度增大。 
本文进一步研究了压电梁在不同机械边界条件（两端固支结构和两端简支结
构）下，OCI 条件下，由挠曲电效应产生的诱导电势对压电梁力电响应的影响，
给出了求解诱导电势的超越方程。计算结果表明：压电梁在两端固支结构下，梁
上的诱导电势为零，挠曲电效应不对梁的力电响应产生作用；在两端简支结构中，
梁内的轴向力对表面的诱导电势，等效挠度有一定的影响，特别是对于小尺寸结
构。诱导电势对压电梁弹性行为的影响与悬臂结构类似，但挠曲电效应对于悬臂
梁的电学性能（如峰值诱导电势，极化强度）的增益效果比简支结构更加明显。 
本文的工作对挠曲电微纳米器件的设计与开发提供了有益的指导作用。 
关键字：挠曲电效应；压电纳米梁；诱导电势；变分法；力电边界条件
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Abstract 
The flexoelectric effect is the coupling relationship between the polarization 
(electric field) and the strain gradient, which has important influence on the new 
micro-nano sensors, actuators and energy harvestings. Based on the linear 
piezoelectric theory, the coupling effect between the strain gradient and the electric 
field is considered into the Gibbs free energy density function of the 
flexoelectric-piezoelectric material. The constitutive equations, governing equations 
and boundary conditions are obtained by the variational method. Based 
Bernoulli-Euler theory, the governing equations and the coupling boundary conditions 
of nano beams are deduced. Piezoelectric beams under different electromechanical 
boundary conditions subjected to the mechanical loading are discussed in detail. 
For the cantilever piezoelectric beams, we discuss the flexoelectric effect of 
piezoelectric beams under three electrical boundary conditions: open circuit without 
surface electrodes (OC), closed circuit with a fixed external electric potential (CCF) 
and open circuit with surface electrodes and an induced electric potential by 
mechanical deformation (OCI). Through the analysis of cantilever nanobeam, the 
analytical solution of the deflection of the beam and the analytic expression of the 
induced potential due to the flexoelectric effect under the OCI boundary are obtained 
firstly. The relationship between the induced electric potential and the flexoelectric 
coefficient/structure sizes of beams is also obtained. The results show that the 
normalized deflections of beams due to the flexoelectric effect are always smaller 
than that without the flexoelectricity in the OC and OCI conditions, and the beam 
exhibits a stiffer elastic behavior. The normalized deflection of beams in the CCF 
condition is smaller or larger dependent on the direction of the applied electric voltage. 
A nearly uniform electric potential distribution is generated by mechanical 
deformation due to the flexoelectric effect in the OCI condition. The induced electric 
potential causes a reversed moment, which opposes those mechanically induced and 
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decreases the deflection of the beams. 
Under the OCI condition, we further study the electromechanical coupling 
response of piezoelectric beams with the different mechanical boundary conditions 
(clamped-clamped structure and simply supported structure). The results show that 
the flexoelectricity has no effect on the response of piezoelectric beams of 
clamped-clamped structure. For the simple support structure, the induced potential 
and normalized deflection are influenced by the axial force, which is more significant 
on the nano scale beams. The influence of the induced potential on the elastic 
behavior of the simply supported beam is the same as that of the cantilever beam. But 
the influence of induced potential on the electrical property of the cantilever 
piezoelectric beam (such as peak potential, polarization) is more obvious than that of 
the simply supported structure.  
This work provides a helpful guidance for the design and development of 
flexoelectricity micro-nano devices. 
Key word: flexoelectric effect; piezoelectric nanobeam; induced potential; variational 
method; electromechanical boundary conditions 
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第一章 绪论 
挠曲电效应是一种类似于压电效应的现象，它指的是材料极化强度（或电场
强度）与应变梯度之间的耦合关系，主要在微纳尺度上对材料产生影响。相比压
电效应，其具有很强的尺寸依赖性，但对于材料的晶体对称性没有要求，即可以
存在于所有类型的介电材料中。研究表明挠曲电效应对于微纳米器件的开发与设
计具有重要的影响，随着电子器件的微型化趋势，关于挠曲电效应的研究越发的
受到人们关注。 
本章首先简要概括了挠曲电效应的基本特征，其次阐述了挠曲电效应的发展
与研究状况，最后对本文的研究内容及其创新性进行说明。 
1.1挠曲电效应的基本特征 
近年来，随着微纳米技术的迅猛发展，电子器件朝着微型化，高精度与多功
能的方向发展，在微机电系统的基础上，进一步发展出了纳机电系统
（Nano-electromechanical System，简称 NEMS）[1, 2]。在 NEMS 领域中，关于电
子器件的材料选择，力电耦合性能是一个重要参考因素。力电耦合效应包括了压
电效应、电致伸缩效应和磁致收缩效应等，然而当材料的尺寸减小到微纳尺度时，
还需要考虑一种在宏观上不常讨论的现象，它是关于材料极化强度（或电场强度）
与应变梯度之间的耦合效应，被称之为挠曲电效应[3-5]。 
压电效应是一种经典的力电耦合效应，当压电晶体受到外力作用后发生变形，
晶体内部将产生极化现象，或者由于外电场的作用而使压电晶体发生机械形变的
现象，其中前者被称为正压电效应，后者被称为逆压电效应[6]。而挠曲电效应与
压电效应相类似[3]，挠曲电效应是由于晶体内部存在应变梯度或非均匀应变场局
部破坏了材料内部的反演对称，从而使晶体产生极化的现象[7, 8]，或者是由极化
梯度（或电场梯度）使材料产生应力的现象。其中前者通常被称为正挠曲电效应
[5, 9]，而后者被称为逆挠曲电效应[4]。挠曲电效应与压电效应相比存在以下几个
优点[10]：首先，压电效应是关于极化强度和均匀应变之间的线性耦合关系，只
厦
门
大
学
博
硕
士
论
文
摘
要
库
不同边界条件下挠曲电压电纳米梁力电耦合分析 
2 
能存在于 20 种非中心对称的晶体点群材料中；而挠曲电效应的产生是由于晶体
中对称破缺引起的，所以能够存在于各种晶体点群之中[10, 11]；其次，挠曲电效应
具有很强的尺寸效应，当材料的尺寸减小到亚微米以下时，材料中会存在很大的
应变梯度，此时挠曲电效应的作用会得到明显的增强，甚至在微纳尺度的压电材
料中，挠曲电效应能够对材料的力电耦合性能起到决定作用；最后，由于挠曲电
效应产生极化的方式，能使铁电材料中的应变梯度有效替代电场的作用，使铁电
材料发生自发极化，甚至可以使顺电相结构的材料也发生自发极化。由于这些优
异的特性，研究挠曲电效应对于新型的微电子器件的开发与设计具有重要意义。 
关于挠曲电效应产生的原理，Zubko 等[10]在关于固体介质的挠曲电效应综述
中给出了一种简明解释，如图 1.1 所示。在图 1.1（a）中，对中心对称的晶体材
料进行均匀的压缩，晶体处于稳定状态，中心的粒子不发生移动，因此晶体中正
负电荷中心的位置重合，没有电极化存在；而当晶体材料发生弯曲时，其上表面
被拉伸而下表面被压缩，晶体内部存在应变梯度，中心位置的粒子由于材料变形
而发生了偏移，使得材料正负电荷中心不重合而出现电偶极子，产生了相应的极
化现象，其效果如图 1.1（b）所示。图 1.1 中的原理示意图是基于空间考虑而给
出的，属于一种比较简单的模型解释。Harris[12]提供了另外一种解释，他认为由
于应变梯度的存在，使得材料中各个原子层受到不同程度的扰动，发生了相应的
位移，晶体中出现对称破缺现象，从而导致电极化。这些解释都建立在简单离子
模型上，是最为直观的解释。然而挠曲电效应并不是一个简单的物理现象，相关
的原理还需要更进一步的探索[13]。 
 
 
图 1.1 挠曲电效应的微观原理示意图：（a）均匀应变；（b）应变梯度 
Fig 1.1 Illustration the microscopic mechanism of flexoelectricity: (a) 
homogeneous strain; (b) strain gradient 
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1.2挠曲电效应的相关研究 
1.2.1挠曲电效应的认识与发展 
固体介质的挠曲电效应发展至今已经有 60 多年历史，最早是 Mashkevich 和
Tolpygo
[14, 15]在关于晶格动力学研究中预测得到；1964 年，Kogan[9]在分析不均
匀应变与电场极化之间的耦合关系时，首次从理论上对挠曲电效应进行了描述，
他提出在非均匀应变的介电材料中，极化强度的产生不仅与应变有关，还与应变
梯度有关，所以在非中心对称的介电材料中，极化强度的表达为： 
𝑃𝑖 = 𝑑𝑖𝑗𝑘𝜀𝑗𝑘 + 𝜇𝑖𝑗𝑘𝑙
∂𝜀𝑗𝑘
∂𝑥𝑙
, (1.1) 
式中𝑃𝑖，𝜀𝑗𝑘和∂𝜀𝑗𝑘/ ∂𝑥𝑙分别表示极化强度，弹性应变与应变梯度； 𝑑𝑖𝑗𝑘表示压电
系数，𝜇𝑖𝑗𝑘𝑙表示材料的挠曲电系数，其单位为 C/m。1968 年，Bursian 和 Zaikovsk 
[16]提出了可以将铁电材料的挠曲电效应实际应用于电子器件，例如通过控制
BaTiO3中的应变梯度来使材料的自发极化发生反转，进而调控器件的物理性能。
1970 年，Askar 等[17]首次在一些简单晶格的晶体中，通过控制系数对微观的挠曲
电效应进行了计算。与此同时，在挠曲电效应的实验研究上也获得了一定的进展，
Axe 等[18]在基于铁电体声子谱的分析中，发现挠曲电效应对钙钛矿铁电体的低能
声子谱具有很强的作用。1981 年，Indenbom[4]根据前面的研究，在利用朗道理论
研究铁电体的挠曲电效应时，首次提出了“挠曲电效应”这一物理概念，而在此
前的研究中，挠曲电效应一般是被称为“非局部的压电效应”[19]。从这个术语
表达可以看出，挠曲电效应在早期的研究中一直是被归为一种特殊的压电效应，
这种情况直到 1985 年 Tagantsev[5, 20]对挠曲电效应进行了详细地理论描述，并阐
明了挠曲电效应与压电效应之间的不同。 
在早期的研究中，研究对象多是宏观块体材料，能够产生的变形梯度十分有
限，因此挠曲电效应在相关研究中通常被忽略。随着微纳米技术的发展，由于微
纳尺度的结构在变形过程会中出现了很大的应变梯度，以及对挠曲电系数的实验
测量发现比原先的理论预测值要大很多，才使得挠曲电效应的研究再次引起了重
视。 
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1.2.2挠曲电系数的实验研究 
挠曲电系数是影响挠曲电效应的一个重要因素，它反映了材料应变梯度与极
化强度（或电场强度）之间的耦合关系，是材料固有的性质。挠曲电系数是一个
四阶张量，在不同晶体点群中具有不同的独立分量[8, 21, 22]。Tagantsev 报道了块状
晶体材料挠曲电系数与电极化率之间可能存在正比关系[5]，即： 
𝜇𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝛾𝜒𝑖𝑗
𝑒
𝑎
 ,       (1.2) 
其中，𝛾是数值约为 1 的常数，𝜒𝑖𝑗表示电极化率，𝑒表示单位电荷，𝑎表示晶格常
数。这个关系式后来在 Ma 和 Cross[23-28]的挠曲电系数测量实验中获得证实。 
在 2000 年后，Ma 和 Cross[23-28]根据极化强度与应变梯度之间的耦合关系，
设计了相关的实验装置测量了 PZT、PMN、BTO 和 Ba1-xSrxTiO3（BST）等材料
的挠曲电系数。实验结果发现在室温下，这些材料的挠曲电系数能够达到μC/m量
级，这要比之前的理论估计值大 105~106 量级。实验结果还发现挠曲电系数受温
度变化的影响，其中 BST 的挠曲电系数在居里温度附近达到了最大值，约为
100μC/m[28]。对于单晶材料，有实验通过逆挠曲电效应对于光折变响应的影响来
进行间接测量[29]，也有实验通过极化强度与应变梯度关系进行直接测量[30]。在
实验中，由于单晶材料 SrTiO3 在室温到 105K 温度都能保持立方结构，而且具有
非铁电性与高介电极化率的性质，所以 Zubko 等[30, 31]实验获得了单晶 SrTiO3不
同方向的挠曲电系数，其数值大约是 10-9~10-8 C/m。他们还发现，当 SrTiO3 在一
定的温度下，晶体中存在的缺陷能使挠曲电系数提高到μC/m或更高的量级。 
Kwon 等[32]设计了一种新型的挠曲电系数实验测量方法，对 Ba0.7Sr0.3TiO3 薄
膜的横向挠曲电系数𝜇12进行了测量。他们先是使用磁控溅射法将 BST 薄膜沉积
在基板上，然后制作成纳米悬臂梁结构，实验模型如图 1.2 所示。通过使梁发生
横向振动，测量悬臂梁表面电荷𝑄的变化以及梁自由端处的挠度值。最后通过横
向挠曲电系数与电荷的关系式𝜇12
𝑒𝑓𝑓 = 𝑄𝐿/3𝑟2𝛿(𝐿 − 𝑙)来计算挠曲电系数。结果表
明 BST 薄膜的横向挠曲电系数在居里温度近（~28ºC）达到最大值。 
厦
门
大
学
博
硕
士
论
文
摘
要
库
不同边界条件下挠曲电压电纳米梁力电耦合分析 
5 
 
图 1.2 BST 薄膜的挠曲电系数实验测量图 
Fig 1.2 The configuration of a BST thin film cantilever 
 
除了实验方法测量外，不少学者还通过理论方法对材料的挠曲电系数进行计
算[33-37]，然而理论计算与实验方法获得的结果并不总是会相一致的。Hong 等[33]
利用第一性原理对 SrTiO3 和 BaTiO3 的挠曲电系数进行了计算，其结果显示
SrTiO3 的挠曲电系数与实验获得的相一致，但是 BaTiO3 的挠曲电系数与实验方
法测量的结果不同。Xu 等[37]同样使用第一性原理计算了这两种材料的挠曲电系
数后也获得了相同的结论，他们分析这个差异是由于在实验测量中，材料存在晶
体缺陷与表面效应，而在模拟计算忽略了这两种现象的作用。 
1.2.3挠曲电效应的理论研究 
随着挠曲电效应成为了一个新的研究热点，目前有许多研究者通过理论的方
式对考虑挠曲电效应的智能结构和器件展开了研究。 
线性压电理论的基础上加入挠曲电效应的影响，并通过变分原理对材料的力
电耦合性能进行分析，是目前研究挠曲电效应理论的主要方法。其中，Shen 和
Hu
[38, 39]在考虑了挠曲电效应，表面效应和静电力的作用下，通过变分原理建立
了一套完整的关于纳米介电材料的理论框架，从这套理论中能够导出相应的本构
方程与边界条件，这套理论为介电材料挠曲电效应的理论研究提供了很好的物理
与数学基础。 
由于纳米线、纳米梁和纳米板结构在受外力作用后容易产生较大的应变梯度，
许多相关挠曲电效应的理论研究都是建立在梁、板和壳结构上。Majdoub 等[40, 41]
分别用分子动力学模拟与压电线性理论的方法，研究了开路条件下压电纳米悬臂
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梁在非均匀应变下的力学行为，结果表明挠曲电效应与压电效应之间相互作用关
系是非线性的，悬臂梁的挠曲电效应具有很强的尺寸依赖性，而且能够对有效压
电系数与表观弹性模量产生影响。Liang 和 Shen[42, 43]通过之前建立的变分理论框
架，对悬臂梁结构的挠曲电效应与表面效应的作用进行了解析讨论，结果显示挠
曲电效应与表面效应能增强开路电学边界条件下的悬臂梁抗弯曲能力，以及影响
悬臂梁的临界屈曲电压。他们还通过应变梯度理论研究了静电力的影响[44]，发
现静电力对于梁的挠度起减小作用，且随着梁厚度的增加静电力作用逐渐减弱。
Yan 等[45]也对梁模型的挠曲电效应进行了报道，通过解析的方法研究了短路电学
条件下不同机械边界条件对弯曲压电纳米梁的电弹响应，发现在微纳尺度上，挠
曲电效应对于压电梁的影响大于压电效应，且压电梁的弹性行为受到外加电载荷
的影响。考虑到挠曲电效应诱导电势对结构变形反馈的影响，Abdollahi 等[46]采
用基于 Galerkin 的无网格计算方法，数值模拟了不同电学边界条件下悬臂梁和截
棱锥的变形。结果表明，有效刚度随着梁的厚度的增大而减小，在开路条件下表
面的诱导电势对结构机械变形的反馈很大。Yan 和 Jiang[47-49]对考虑了挠曲电效
应与表面效应的基尔霍夫纳米板模型进行了报道，研究了压电纳米板的电弹响应
与振动行为。 
相场法常用于研究铁电材料电畴结构的演化，而关于铁电材料中的挠曲电效
应研究，也可以通过相场法来进行模拟[50-54]。Ahluwalia 等[52]利用相场法模拟了
挠曲电效应对 PZT 铁电材料的畴结构影响，发现当挠曲电系数的分量达到某一
临界值后，能使材料出现不同类型的电畴结构。Zhou 等[54]也通过相场法研究了
挠曲电效应和应变梯度对铁电纳米膜中畴结构的综合影响。 
1.2.4挠曲电效应的应用研究 
挠曲电效应在微纳米领域上表现出不可忽视的作用，但是目前相关的实验与
理论还不够完善，利用材料的挠曲电效应进行相关器件的应用设计还只是处于初
级阶段。挠曲电效应的应用主要集中在软物质材料（如：液晶材料和生物材料等）
与一些陶瓷材料中[4, 55, 56]。挠曲电效应对于软物质材料的影响[57-60]，尤其是在液
晶和生物膜中已经被重视。例如通过挠曲电效应能够解释生物膜表面极化的产生
[59]，以及对哺乳动物的听力机制进行解释[59, 60]。在关于固体电介质材料挠曲电
效应的潜在应用研究中，最吸引人的一点是利用挠曲电效应，可以将一些不具有
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